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この講演の目的—
多項式最適化問題に対する半正定値計画緩和の紹介
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OP : n次元Euclid空間R
n上での最適化問題

min. f(x) sub.to x ∈ S ⊆ R
n, ただし, f : R

n → R.

大域的最適解 x∗;
x∗ ∈ S and f(x∗) ≤ f(x) for ∀ x ∈ S

を（近似）計算したい. しかし，一般には不可能．仮定が必要．
種々の仮定
連続,微分可能,有界閉 . . .
凸⇒局所最適解 ≡大域的最適解

⇒局所探索を繰り返すことで大域的最適解に到達
凸最適化の強力な手法 ∋ LPs, SDPs, . . .
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n上での最適化問題

min. f(x) sub.to x ∈ S ⊆ R
n, ただし, f : R

n → R.

大域的最適解 x∗;
x∗ ∈ S and f(x∗) ≤ f(x) for ∀ x ∈ S

を（近似）計算したい. しかし，一般には不可能．仮定が必要．
種々の仮定
連続,微分可能,有界閉 . . .
凸⇒局所最適解 ≡大域的最適解

⇒局所探索を繰り返すことで大域的最適解に到達
凸最適化の強力な手法 ∋ LPs, SDPs, . . .

凸性を超えて?　適切なモデルと仮定が必要
多項式最適化問題 (POPs)
主な道具＝半正定値計画緩和
理論的には非常に強力．計算コストは高い．
疎性の活用 =⇒規模の大きな問題への適用
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x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n : 変数ベクトル

fj(x) : x1, . . . , xnの実多項式 (j = 0, 1, . . . ,m)

POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ 0 or = 0 (j = 1, . . . ,m)

例. n = 3, x = (x1, x2, x3) ∈ R
3 : 変数ベクトル

min f0(x) ≡ x3
1 − 2x1x

2
2 + x2

1x2x3 − 4x2
3

sub.to f1(x) ≡ −x2
1 + 5x2x3 + 1 ≥ 0,

f2(x) ≡ x2
1 − 3x1x2x3 + 2x3 + 2 ≥ 0,

f3(x) ≡ −x2
1 − x2

2 − x2
3 + 1 ≥ 0.

x1(x1 − 1) = 0 (0-1整数条件),

x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x2x3 = 0 (相補条件).

•さまざまな問題 (0-1整数計画を含む) ⇒ POP
• POP —非線形および組合せ最適化問題を含む大域的最適化の
統一的なモデルの役割を果たす.
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半正定値計画緩和に対する２種類のアプローチ [1], [2]

POP: min f0(x) sub.to fi(x) ≥ 0 (i = 1, . . . ,m),

POP（主問題の緩和） ⇒ 一般化 Lagrange双対 (緩和)

⇓ LMI妥当不等式の追 双対 ⇓
⇓ PSDPの “無限列”　 ⇓ SOS緩和の “無限列”
⇓線形 双対 ⇓

SDP(緩和)の “無限列” [1] ⇔ SDP(緩和)の “無限列” [2]

[1] Lasserre, “Global optimization with polynomials and the
problems of moments”, SIAM J. on Optim. (2001).

[2] Parrilo, “Semidefinite programming relaxations for
semialgebraic problems”, Math. Prog. (2003).

(a) POPの最小値の下界.
(b) 理論的には下界はPOPの真の最小値に収束.
(c) 緩和問題はSDPとして解ける．そのサイズは，(高精度を要
求するほど)“無限列”に沿って急速に増加.

(d) 実用上大規模問題に適用不可能⇒多項式の疎性の活用
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µ : R
n上の確率測度 . ここでは n = 2と仮定. ∀r = 0, 1, 2, . . . ,

ur(x) ≡ (1, x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2, x

3
1, . . . , x

r
2) : 横ベクトル

(次数 ≤ r 以下の全ての単項式)

M r(y) ≡

∫

R
2

ur(x)Tur(x)dµ

(

モーメント行列,対称,
半正定値

)

yαβ ≡

∫

R
2

xα
1 x

β
2dµ = (α, β)-要素（µに依存), y00 ≡ 1

の例
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1, . . . , x

r
2) : 横ベクトル

(次数 ≤ r 以下の全ての単項式)

M r(y) ≡

∫

R
2

ur(x)Tur(x)dµ

(

モーメント行列,対称,
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)

yαβ ≡

∫

R
2

xα
1 x

β
2dµ = (α, β)-要素（µに依存), y00 ≡ 1

r = 2の例: y21 =

∫

R
2

x2
1x2dµ

M r(y) =





















y00 y10 y01 y20 y11 y02

y10 y20 y11 y30 y21 y12

y01 y11 y02 y21 y12 y03

y20 y30 y21 y40 y31 y22

y11 y21 y12 y31 y22 y13

y02 y12 y03 y22 y13 y04





















, y00 = 1
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正定値計画緩和に使う 次のスライド
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∫

R
2

xα
1 x

β
2dµ = (α, β)-要素（µに依存), y00 ≡ 1

任意の正整数 r を１つ選んで固定. µ : R
2 上の確率測度⇒

y00 = 1, M r(y) � O (半正定値)

µが R
2 上の確率測度であるためのこの必要条件を POPの半

正定値計画緩和に使う⇒次のスライド.
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例
POP: min f0(x) = x4

1 − 2x1x2 ζ∗ : 未知最小値

sub. to x ∈ S ≡

{

x ∈ R
2 :

f1(x) = 1 − x2
1 − x2

2 ≥ 0

f2(x) = x1 ≥ 0

}

.

m

min
∫

f0(x)dµ

sub. to µ : S 上の確率速度. 0

-1

1

1
x1

x
* = (x 1

* , x 2
* ) ?

x 2

S
⇓正整数 rを固定, yαβ =

∫

R
2

xα
1 x

β
2dµ

緩和 最小値
が 上の確率測度の必要条件
次のスライド

が有界を保証するある条件のもとで
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例
POP: min f0(x) = x4

1 − 2x1x2 ζ∗ : 未知最小値

sub. to x ∈ S ≡

{

x ∈ R
2 :

f1(x) = 1 − x2
1 − x2

2 ≥ 0

f2(x) = x1 ≥ 0

}

.

m

min
∫

f0(x)dµ

sub. to µ : S 上の確率速度. 0

-1

1

1
x1

x
* = (x 1

* , x 2
* ) ?

x 2

S
⇓正整数 rを固定, yαβ =

∫

R
2

xα
1 x

β
2dµ

min y40 − 2y11 ⇒ SDPr = SDP緩和,最小値 ζr ≤ ζ∗

sub. to “µが S上の確率測度の必要条件”
⇒次のスライド

ζr ≤ ζr+1 ≤ ζ∗

Sが有界を保証するある条件のもとで ζr → ζ∗.
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r = 2, SDP2

min y40 − 2y11 s.t.
∫







1

x1

x2













1

x1

x2







T

x1dµ � O, ⇐ x1 ≥ 0

1 − x2
1 − x2

2 ≥ 0 ⇒

∫







1

x1

x2













1

x1

x2







T

(1 − x2
1 − x2

2)dµ � O,

(モーメント行列)
∫





















1

x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2









































1

x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2





















T

dµ � O.

⇓ yαβ =

∫

R
2

xα
1x

β
2dµ
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r = 2, SDP2

min y40 − 2y11 s.t.







y10 y20 y11

y20 y30 y21

y11 y21 y12






� O,







1 − y20 − y02 y10 − y30 − y12 y01 − y21 − y03

y10 − y30 − y12 y20 − y40 − y22 y11 − y31 − y13

y01 − y21 − y03 y11 − y31 − y13 y02 − y22 − y04






� O,

(モーメント行列)





















1 y10 y01 y20 y11 y02

y10 y20 y11 y30 y21 y12

y01 y11 y02 y21 y12 y03

y20 y30 y21 y40 y31 y22

y11 y21 y12 y31 y22 y13

y02 y12 y03 y22 y13 y04





















� O.

n変数の一般の POPに適用可能.
理論的には強力,しかし，計算コストは高い．
⇒実用には，疎性の活用が重要．
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f(x) : n変数非負多項式 ⇔ f(x) ≥ 0 (∀x ∈ R
n).

N : n変数非負多項式の集合.

n変数多項式 f(x) : SOS (Sum of Squares of Polynomials)
m

f(x) : (複数個の) n変数多項式の２乗和，すなわち

∃有限本の n変数多項式 g1(x), . . . , gk(x); f(x) =
k
∑

i=1

gi(x)2

Σ : n変数 SOSの集合. Σ2r ⊂ Σ : 高々 r 次の n変数 SOS.

例. n = 2. f(x1, x2) = (x2
1 − 2x2 + 1)2 + (3x1x2 + x2 − 4)2 ∈ Σ4.

例. n = 3. f(x1, x2, x3) = (x1x2x3 − 1)2 + x2
1 ∈ Σ6.
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f(x) : n変数非負多項式 ⇔ f(x) ≥ 0 (∀x ∈ R
n).

N : n変数非負多項式の集合.

n変数多項式 f(x) : SOS (Sum of Squares of Polynomials)
m

f(x) : (複数個の) n変数多項式の２乗和，すなわち

∃有限本の n変数多項式 g1(x), . . . , gk(x); f(x) =
k
∑

i=1

gi(x)2

Σ : n変数 SOSの集合. Σ2r ⊂ Σ : 高々 r 次の n変数 SOS.

理論的には， ，
ただし， なる は稀少
実用的上これを同一視する

のときは， で，２次 変数非負多項式の
集合
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f(x) : n変数非負多項式 ⇔ f(x) ≥ 0 (∀x ∈ R
n).

N : n変数非負多項式の集合.

n変数多項式 f(x) : SOS (Sum of Squares of Polynomials)
m

f(x) : (複数個の) n変数多項式の２乗和，すなわち

∃有限本の n変数多項式 g1(x), . . . , gk(x); f(x) =
k
∑

i=1

gi(x)2

Σ : n変数 SOSの集合. Σ2r ⊂ Σ : 高々 r 次の n変数 SOS.

•理論的には，Σ ⊂ N，Σ 6= N .
•ただし，f(x) 6∈ Σなる f(x) ∈ N は稀少.
•実用的上これを同一視する⇒ SOS Optimization, Relaxation.
• n = 1のときは，Σ = N . ∀n ≥ 1で，２次 n変数非負多項式の
集合 = Σ2.
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SOSの表現

SOSr ≡

{

q
∑

j=1

gj(x)2 : q ≥ 1, gj(x): 次数 r以下の多項式
}

⊂ SOS∗.

∀次数 r 以下の多項式 g(x), ∃a ∈ R
d(r); g(x) = aT ur(x),

ur(x) = (1, x1, . . . , xn, x2
1, x1x2, x1x3, . . . , x

2
n, . . . , xr

1, . . . , x
r
n)T

次数 ≤ r 以下の多項式の線形空間の基底からなる列ベクトル

d(r) =

(

n + r

r

)

: ur(x)の次元.

⇓

SOSr =
{

∑q

j=1

(

aT
j ur(x)

)2
: q ≥ 1, aj ∈ R

d(r)
}

=
{

ur(x)T
(

∑q

j=1 aja
T
j

)

ur(x) : q ≥ 1, aj ∈ R
d(r)
}

=
{

ur(x)T V ur(x) : V � O
}

.
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例 n = 1,次数 3以下の SOS多項式

SOS3 ≡

{

q
∑

j=1

gj(x)2 : q ≥ 1, gj(x) : 次数 3以下の多項式
}

=

































1

x

x2

x3











T

V











1

x

x2

x3











: V は 4 × 4半正定値行列
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例 n = 2,次数 2以下の SOS多項式

SOS2 ≡

{

q
∑

j=1

gj(x)2 : q ≥ 1, gj(x) 次数 2以下の多項式
}

=































































1

x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2





















T

V





















1

x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2





















: V は 6 × 6半正定値行列
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制約条件の付かない最小化問題
P: min f(x) = −x1 + 2x2 + 3x2

1 − 5x2
1x

2
2 + 7x4

2

m (ラグランジ双対問題の特別な場合)

P ’: max ζ s.t f(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

m

f(x) − ζ ∈ N (非負多項式)

ただし xは変数ではなく無限個の不等式を記述するパラメター
f(x)

ζ
ζ

∗

x
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制約条件の付かない最小化問題
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m (ラグランジ双対問題の特別な場合)

P ’: max ζ s.t f(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

m

f(x) − ζ ∈ N (非負多項式)

ただし xは変数ではなく無限個の不等式を記述するパラメター

の部分問題 したがって の（双対）緩和問題
次数 以下の 多項式
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制約条件の付かない最小化問題
P: min f(x) = −x1 + 2x2 + 3x2

1 − 5x2
1x

2
2 + 7x4

2

m (ラグランジ双対問題の特別な場合)

P ’: max ζ s.t f(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

m

f(x) − ζ ∈ N (非負多項式)

ただし xは変数ではなく無限個の不等式を記述するパラメター
⇓ P ’の部分問題 (したがって Pの（双対）緩和問題)

P": max ζ sub.to f(x) − ζ ∈ SOS2 (次数 2以下の SOS多項式)

⇓

. – p.23/36



制約条件の付かない最小化問題
P: min f(x) = −x1 + 2x2 + 3x2

1 − 5x2
1x

2
2 + 7x4

2

緩和

多項式

の両辺の 係数を比較
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制約条件の付かない最小化問題
P: min f(x) = −x1 + 2x2 + 3x2

1 − 5x2
1x

2
2 + 7x4

2

⇓ (SOS緩和)

max ζ ∃V ∈ S
6; s.t. f(x) − ζ =

SOS多項式




















1

x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2





















T



















V11 V12 V13 V14 V15 V16

V12 V22 V23 V24 V25 V26

V13 V23 V33 V34 V35 V36

V14 V24 V34 V44 V45 V46

V15 V25 V35 V45 V55 V56

V16 V26 V36 V46 V56 V66









































1

x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2





















(∀(x1, x2)
T ∈ R

n), V � O

m =の両辺の 1, x1, x2, x2
1, x1x2,x

2
2 係数を比較
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SDP (半正定値計画問題)
max ζ s.t. −ζ = V11, −1 = 2V12, 2 = 2V13, 3 = 2V14 + V22,

−5 = 2V46 + V55, 7 = V66, その他 0 = · · · ,

V � O

一般に,等式制約は ζ and V の線形等式制約となる.
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不等式条件付き POPに対するSOS緩和

POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m).

POPに対する２乗多項式緩和の概略

“一般化 Lagrangian Dual”
+

“制約条件の付かない POP”に対する２乗多項式緩和
⇓

POPに対する２乗多項式緩和

詳細は略

. – p.26/36



目次
1. 大域的最適化
2. 多項式最適化問題
3. 半正定値計画緩和に対する２種類のアプローチ

3-1. 主問題の緩和（主な道具＝確率測度とそのモーメント
3-2. 双対問題の緩和（主な道具＝２乗多項式）

4. 疎性の活用について
5. 数値計算例
6. 終わりに

. – p.27/36



x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n : 変数ベクトル

fj(x) : 次数 q 以下の多項式 (j = 0, 1, . . . ,m)

POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ or = 0 (j = 1, . . . ,m)

F∗ =次数 q 以下の単項式の集合; #F∗ =

(

n + q

q

)

F∗ ⊇ F j = fj に含まれている単項式の集合

変数 次数 以下
は高々 個の単項式しか含まない 構造的疎性

の疎性パターン ただし， ヘッセ
行列 ヤコビ行列
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x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n : 変数ベクトル

fj(x) : 次数 q 以下の多項式 (j = 0, 1, . . . ,m)

POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ or = 0 (j = 1, . . . ,m)

F∗ =次数 q 以下の単項式の集合; #F∗ =

(

n + q

q

)

F∗ ⊇ F j = fj に含まれている単項式の集合
min f0 = −6.3x5x8 + 5.04x2 + 0.35x3 + x4 + 3.36x6 sub.to
f1 = −0.820x2 + x5 − 0.820x6 = 0 f2 = −x2x9 + 10x3 + x6 = 0

f3 = 0.98x4 − x7(0.01x5x10 + x4) = 0, lbdi ≤ xi ≤ ubdi

f4 = x5x12 − x2(1.12 + 0.132x9 − 0.0067x2
9) = 0

f5 = x8x13 − 0.01x9(1.098 − 0.038x9) − 0.325x7 − 0.574 = 0

f6 = x10x14 + 22.2x11 − 35.82 = 0 f7 = x1x11 − 3x8 − 1.33 = 0

n = 14変数. 次数 3以下; #F∗ = 680
∀fj は高々 6個の単項式しか含まない +構造的疎性
Hf0 + DF T DF の疎性パターン . ただし，Hf0(x) : ヘッセ
行列 F (x) = (f1, . . . , f7)

T , DF (x) : 7 × 14ヤコビ行列
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対称行列に対すすReverse Cuthill-McKee Ordering後の
Hf0 + DF T DF の疎性パターン

0 5 10 15

0

5

10

15

nz = 76

SDP緩和の計算効率を高めるのに利用出来る構造的疎性
疎な (symbolic) Cholesky分解
あるいは， chordalグラフ構造
無制約の場合は Hf0 の疎性パターン
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問題１：alkyl.gms — globallibからのベンチマーク問題
min −6.3x5x8 + 5.04x2 + 0.35x3 + x4 + 3.36x6

sub.to −0.820x2 + x5 − 0.820x6 = 0,

0.98x4 − x7(0.01x5x10 + x4) = 0,

−x2x9 + 10x3 + x6 = 0,

x5x12 − x2(1.12 + 0.132x9 − 0.0067x2
9) = 0,

x8x13 − 0.01x9(1.098 − 0.038x9) − 0.325x7 = 0.574,

x10x14 + 22.2x11 = 35.82,

x1x11 − 3x8 = −1.33, lbdi ≤ xi ≤ ubdi (i = 1, 2, . . . , 14).

Sparse Dense (Lasserre)

ǫobj ǫfeas cpu ǫobj ǫfeas cpu

1.8e-9 9.6e-9 4.1 out of memory

ǫobj =
|最小値の下界−近似最小解 |

max{1, |最小値の下界 |}
.

ǫfeas =等式制約の誤差, cpu : 計算時間（秒）
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無制約最小化のベンチマーク問題
Gneralized Rosenbrock function —次数４の多項式

fR(x) = 1 +
n
∑

i=2

(

100(xi − x2
i−1)

2 + (1 − x2
i )

2
)

Chained singular function —次数４の多項式
fC(x) =

∑

i∈J

(

(xi + 10xi+1)
2 + 5(xi+2 − xi+3)

2

+(xi+1 − 2xi+2)
4 + 10(xi − 10xi+3)

4
)

ただし，J = {1, 3, 5, . . . , n − 3}, nは 4の倍数．
Broyden banded function —次数６の多項式

fB(x) =
n
∑

i=1

(

xi(2 + 5x2
i ) + 1 −

∑

j∈Ji

(1 + xj)xj

)2

ただし，Ji = {j : j 6= i, max{1, i − 5} ≤ j ≤ min{n, i}}.

問題２：min fR(x) + fC(x) 問題３：min fR(x) + fB(x)
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問題２：min fR(x) + fC(x) — 4次,非常に疎，未知最適値

Sparse Dense (Lasserre)

n ǫobj # = cpu ǫobj # = cpu

12 6e-9 214 0.2 1e-9 1,819 64.1
16 5e-9 294 0.2 1e-9 4,844 1311.1

100 2e-9 1,974 1.2 out of mem
1000 7e-11 19,974 16.9
2000 6e-12 39,974 45.1
3000 out of mem

ǫobj =
|最小値の下界−近似最小解 |

max{1, |最小値の下界 |}

# = : SDPの等式条件数, cpu : 計算時間（SeDuMi,秒）
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問題３：min fR(x) + fB(x) — 6次,疎 as n ↑，未知最適値

Sparse Dense (Lasserre)

n ǫobj # = cpu ǫobj # = cpu

6 5e-11 923 8.8 5e-11 923 9.5
8 2e-10 2,507 78.3 2e-10 3,002 234.4

10 8e-12 4,091 132.4 out of mem
20 5e-11 12,011 414.2
30 5e-11 19,931 717.8
40 out of mem

ǫobj =
|最小値の下界−近似最小解 |

max{1, |最小値の下界 |}

# = : SDPの等式条件数, cpu : 計算時間（SeDuMi,秒）
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半正定値計画問題
—線形計画問題の対称行列の空間への拡張
— 21世紀の最適化問題
多項式最適化問題—大域最適化の数理モデル

半正定値計画緩和
モーメント行列を用いた緩和
２乗多項式緩和

ソフトウェア
疎性の活用

今後に向けて
理工学をささえる最適化手法を！
良質な最適化ソフトウェアを！

ありがとうございました
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