
1. はじめに．

表題に含まれる内点法は，線形計画問題（Linear Program, LP と略）を解く新解法として 1984 年に提案
された Karmarkar 法 [10] を契機としている． LP は最も基本的な数理計画問題で，その数値解法である単体
法（シンプレックス法）とともに G. B. Dantzig によって 1947 年に提案されて以来，オペレーションズ・リ
サーチの分野で強力な数理モデルとして主要な役割を果たしてきた．この問題では，線形等式および不等式条

件のもとで線形の目的関数を最小化（または最大化）する．標準形の LP は以下のように定式化される．

目的 cT x → 最小化

条件 Ax = b, x ≥ 0.

}
(1)

ただし，Rn : n 次元ユークリッド空間，c ∈ Rn : 定数ベクトル，x ∈ Rn : 変数ベクトル，A : m× n 定数行

列，b ∈ Rm : 定数ベクトルであり，T はベクトルまたは行列の転置を表す．

内点法はこの 10 年間にめざましい発展を遂げている．特に，主・双対内点法 [11, 22] は従来の単体法では
解けなかったような超大規模な LP を高速に解く計算手法として確立され（[15] 等参照），凸２次計画問題，
凸計画問題等のより高度な数理計画問題にも拡張されている（[12, 16] 等参照）．主題である半正定値計画問
題（Semidefinite Program, SDP と略）は凸計画問題の一種で，LP に対する内点法の基礎理論が非常に美し
い形で拡張されている [1, 9, 13, 16, 17, 23]他． SDP の研究は主として，

(a) SDP を用いた緩和（組み合わせ最適化，0-1整数計画，非凸２次計画への応用）[1, 4, 6, 7, 14, 18, 19]他，

(b) システムと制御への応用 [3, 8]他，

(c) SDP に対する内点法 [1, 2, 9, 13, 16, 17, 23]他，

の３つの方向からなされてきている．本稿では (a) と (c) に焦点を絞って解説を行う．第２節では SDP を
LP と対比させながら記述し SDP の特徴について述べる．第３節では上記 (a)について，第４節では上記 (c)
について述べる．

2. 半正定値計画問題．

2.1. 線形計画問題と半正定値計画問題．

SDP （半正定値計画問題）との比較を明確にするために， LP （線形計画問題）の標準形 (1) とその双対
問題を通常とは少し違った形で表現する：

主問題 目的 a0 • x →最小化
条件 ai • x = bi (i = 1, 2, . . . , m),

Rn 3 x ≥ 0.

双対問題 目的
∑m

i=1 bizi →最大化
条件

∑m
i=1 aizi + y = a0,

Rn 3 y ≥ 0.





(2)
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ただし，ai ∈ Rn (i = 0, 1, 2, . . . ,m) : 定数ベクトル，bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , m) : 実定数，zi ∈ R (i =
1, 2, . . . ,m) : 実変数，u • v : u, v ∈ Rn の内積 である．

SDP の等式標準形の主問題とその双対問題は，上記の LP (2) の主問題とその双対問題を対称行列の空間
に拡張した問題といえる．

主問題 目的 A0 •X →最小化
条件 Ai •X = bi (i = 1, 2, . . . ,m),

Sn 3 X º O.

双対問題 目的
∑m

i=1 bizi →最大化
条件

∑m
i=1 Aizi + Y = A0,

Sn 3 Y º O.





(3)

ただし，

Sn : n× n 実対称行列の空間， 　

O ∈ Sn : ゼロ行列，

Ai ∈ Sn (i = 0, 1, 2, . . . , m) : 定数行列，

bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , m) : 実定数，

X ∈ Sn, Y ∈ Sn : 変数行列，

zi ∈ R (i = 1, 2, . . . ,m) : 実変数，

U • V : U , V ∈ Sn の内積
n∑

i=1

n∑

j=1

UijVij，

U º O ⇐⇒ U ∈ Sn が半正定値．

LP (2) のデータ ai ∈ Rn, (i = 0, 1, 2, . . . , m) と変数ベクトル x ∈ Rn, y ∈ Rn に対して，それらを対角

成分にもつ n× n 対角行列を

Ai = Diag ai (i = 0, 1, 2, . . . , m), X = Diag x, Y = Diag y

と定義すると， LP (2) を SDP (3) に埋め込むことができる．これによって， LP (2) を SDP (3) の特殊
な場合とみなし， LP (2) と SDP (3) の理論および計算手法を同じ土俵で議論することができる．U ∈ Sn

が正定値であるとき，U Â O と記す．以下では， SDP (3) の主問題と双対問題をひとまとめにして扱うこ
とが多い．(X,Y , z) が SDP (3) のすべての制約条件を満たすとき，許容解であるという．さらに，許容解
(X, Y , z) が条件 X Â O, Y Â O を満たすとき，内点許容解と呼ぶ．また，X が 主問題の最小解で，

(Y ,z) が双対問題の最大解であるとき，(X, Y , z) は SDP (3) の最適解であるという．

2.2. 半正定値計画問題の特徴．

SDP は凸計画問題の特殊な場合であり，線形計画問題，凸２次計画問題を含んでいる．以下のような特徴
がある．

• 目的関数（主問題） A0 •X は線形．
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• 等号条件（主問題） Ai •X = bi は線形．

• “非負条件” X º O（主問題），Y º O （双対問題）は非線形．

線形計画問題と異なるのは最後の特徴であるが， SDP において “非負条件”を満たす集合（すなわち，半正
定値行列の集合）

Sn
+ = {X ∈ Sn : X º O}

が，線形計画問題において非負条件を満たす x の集合（すなわち，非負象限 ）Rn
+ = {x ∈ Rn : x ≥ 0} と非

常によく似た以下のような構造をしている．

• Sn
+ = {X º O} は閉凸錐．

• X, Y ∈ Sn
+ ⇒

{
X • Y ≥ 0,

X • Y = 0 ⇔ XY = O.

• {Y ∈ Sn : X • Y ≥ 0 for ∀X ∈ Sn
+} = Sn

+ （自己双対性）．

LP と似たこのような SDP の性質は，LP に対する内点法を SDP に拡張する際に本質的な役割を果たして
いる．

2.3. 双対定理．

(X,Y ,z)を SDP (3)の許容解とすると，主問題の目的関数値 A0•X と双対問題の目的関数値
∑m

i=1 bizi

の間に，不等式

X • Y = A0 •X −
m∑

i=1

bizi ≥ 0

が常に成り立つ（弱双対性）．したがって，それらの目的関数値が一致すれば, あるいは，X • Y = 0 （相補
性条件）が成り立てば，(X, Y , z) は SDP (3) の最適解であることが分かる．以下の双対定理はこの逆を保
証している．

定理 2.1. （[16], Theorem 4.2.1 参照）　 SDP (3) に内点許容解が存在すると仮定する．このとき，

(i) SDP (3) に最適解が存在する．

(ii) SDP (3) の許容解 (X∗,Y ∗,z∗) が最適解であるための必要十分条件は主問題と双対問題の目的関数値
が一致することである．すなわち，

X∗ • Y ∗ = A0 •X∗ −
m∑

i=1

biz
∗
i = 0

この双対定理は SDP (3) の理論の中核をなしている． LP (2) の場合と比較すると定理の仮定が少し強くなっ
ている（ LP (2) の場合には許容解の存在を仮定すれば十分である）．
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2.4. 半正定値計画問題の一般形．

2.1 節では SDP の標準形とその双対問題を導入した．応用上はさまざまな形の SDP が現れる．より一般
的には，複数個のユークリッド空間のベクトル x1, x2, . . ., xp，矩形行列 Y 1, Y 2, . . ., Y q，対称行列 Z1,
Z2, . . ., Zr の線形関数を目的関数とし，これらを含む線形関数に関する等式，不等式（LMI, Linear Matrix
Inequality と呼ばれる，[3]参照）を条件に含めることが出来る．LP の場合と同様に，どのような SDP も適
当な変換を施すことによって標準形に帰着することができ，理論的には標準形で議論すれば十分である．しか

しながら，LP の場合と違って標準形への帰着はさほど自明ではなく，強引に標準形に帰着しようとするとそ
のサイズが非常に大きくなってしまう場合がある．そのような場合には，その問題を標準形に帰着するのでは

なく，標準形に対して開発された数値解法をその問題に適した形に変更したほうが計算効率がよい．

3. 半正定値計画問題を用いた緩和．

SDP による緩和は主として組み合わせ最適化の分野で，0-1 整数計画問題（0-1 Integer Program，以下 0-1
IP と略）を対象として研究されている（[1, 6, 7, 14, 18]他）．その基本的な考え方は２次計画問題（Quadratic
Program，以下 QP と略）の緩和に拡張されている（[4, 18, 19]他）．3.1 節では，[4] に基づいて QP の SDP
による緩和について説明し，3.2 節では 0-1 IP の QP への帰着について述べる．

3.1. ２次計画問題の SDP 緩和．

ここでは，以下の QP について考える．

目的： cT y →最小化
条件： y ∈ F.

}
(4)

ただし，

F ≡
{

y ∈ H :
yT P ky = 0 (k = 1, 2, . . . , `),
yT P ky ≤ 0 (k = ` + 1, . . . , m)

}
,

H =

{
y =

(
y0

x

)
∈ R1+n : y0 = 1

}
, c ≡

(
γ

d

)
∈ R1+n,

P k ≡
(

πk qT
k /2

qk/2 Qk

)
∈ S1+n (k = 1, 2, . . . ,m),

πk ∈ R, qk ∈ Rn, Qk ∈ Sn (k = 1, 2, . . . , m).





(5)

定義より，任意の y =

(
y0

x

)
∈ H に対して，yT P ky = πk +qT

k x+xT Qkx となる．したがって，Qk = O

（または，Qk ∈ Sn
+）のとき，かつ，そのときに限って,関数 H 3 y → yT P ky ∈ R は線形（または，凸）で

あることが分かる．QP (4) の目的関数 cT y は線形である．したがって，QP (4) を凸計画問題

目的：cT y →最小化
条件：y ∈ coF

}
(6)
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で置き換えることができる．ここで，coF は F の凸包を表す．しかしながら，一般には coF を計算可能な
形に表現することは難しく，凸計画問題 (6) を解くことはできない．ここで，

C ≡
(

γ dT /2
d/2 O

)
∈ S1+n,

Ĝ ≡





Y ∈ S1+n
+ :

Y00 = 1,

P k • Y = 0 (k = 1, 2, . . . , `),
P k • Y ≤ 0 (k = ` + 1, . . . , m),





,

F̂ ≡
{

y ∈ R1+n : y = Y e0, Y ∈ Ĝ
}

,

e0 ≡ (1, 0, 0, . . . , 0)T ∈ R1+n





(7)

で定義し，SDP
目的： C • Y →最小化
条件： Y ∈ Ĝ

}
(8)

とその R1+n への “射影”
目的： cT y →最小化
条件： y ∈ F̂

}
(9)

を導入する．C, Ĝ, F̂ の作り方より，

Ĝ ⊆ S1+n
+ : 凸集合, F̂ ⊆ R1+n : 凸集合,

[y ∈ F, Y = yyT ] ⇒ cT y = C • Y , Y ∈ Ĝ, y ∈ F̂ ,

F ⊆ coF ⊆ F̂

であることが分かる．ゆえに，(9) は QP (4) の緩和問題であり，(9) の最小解は SDP (8) を解くことによっ
て計算できる．特に，

Qk = O (k = 1, 2, . . . , `), Qk ∈ S1+n
+ (k = ` + 1, . . . ,m)

のときには，F = coF = F̂ となり，SDP (8) を解くことにより QP (4) の最小解を求めることができる．

上述した QP (4) の SDP 緩和は，QP (4) の Lagrange 緩和および Lagrange 双対問題と関連づけることが
できる．実際，条件

Y Â O, Y00 = 1,

P k • Y = 0 (k = 1, 2, . . . , `),

P k • Y < 0 (k = ` + 1, . . . , m)

を満たす点 Y（SDP (8) の内点許容解）が存在するとき，SDP (8) の最小値は QP (4) の Lagrange 双対問題

目的： min{cT y +
∑m

k=1 λkyT P ky : y ∈ H} →最大化
条件： λi ∈ R (i = 1, 2, . . . , `), 0 ≤ λk ∈ R (k = ` + 1, . . . , m)

}

の最適値と一致する．ただし，λk (k = 1, 2, . . . , m) は Lagrange 乗数である．より詳しくは [4] 参照．
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3.2. 0-1 整数計画問題の非凸２次計画問題への帰着．

一般の 0-1 IP は以下のような２次計画問題として書ける．

目的： cT y →最小化
条件： y0 = 1, y0a

T
j y ≤ 0 (j = 1, 2, . . . , `),

yi(yi − y0) = 0 (i = 1, 2, . . . , n).





, (10)

この問題 (10) は QP (4) の特殊な場合とみなせるから，前節で述べた SDP 緩和をこの問題に適用できる．し
かしながら，問題 (10) から導かれる SDP 緩和は，LP 緩和

目的： cT y →最小化
条件： y0 = 1, aT

j y ≤ 0 (j = 1, 2, . . . , `),
0 ≤ yi ≤ 1 (i = 1, 2, . . . , n)





, (11)

と一致してしまい，SDP 緩和を用いる効果はない．SDP 緩和の効果を出すためには 0-1 IP の許容領域が満
たす２次不等式

−yiyk ≤ 0 (i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , n),

yia
T
j y ≤ 0 (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , `),

(y0 − yi)aT
j y ≤ 0 (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , `),

−yi(y0 − yk) ≤ 0 (i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , n),

−yT aja
T
k y ≤ 0 (= 1, 2, . . . , `, k = 1, 2, . . . , `)

を少なくともいくつか加える必要がある．これらの不等式は QP (10) にとっては冗長であるが，SDP 緩和を
構成する際には重要な役割を果たす．理論的には，SDP 緩和 は LP 緩和よりも強力である．特殊な 0-1 IP
として定式化できる最大安定集合問題，グラフ分割問題等では計算実験も報告されている．しかしながら，上

述した２次不等式の多くを加えてできる SDP 緩和問題はその規模が非常に大きくなってしまい，現時点では
一般の 0-1 IP への SDP 緩和の適用は実用的であるとは言えない．SDP 緩和をさらに LP で緩和することも
行われている．詳しくは [1, 4, 6, 7, 14, 18, 20, 21] 等参照．

4. 内点法．

Karmarkar 法 [10] を起点として発展した線形計画問題に対する内点法（[10, 11, 12, 15, 22] 等）が SDP (3)
に拡張されている（[1, 2, 5, 9, 13, 16, 17, 23]）．ここでは，[2, 13] に基づき，実用上重要と思われる許容解
でない初期点から出発できる主・双対内点法の基本的な考え方について簡単に説明する．

4.1. 中心パスと探索方向．

SDP (3) が内点許容解をもつと仮定する．このとき，任意の µ > 0 に対して，条件

Ai •X = bi (i = 1, 2, . . . , m), Sn 3 X Â O,
m∑

i=1

Aizi + Y = A0, Sn 3 Y Â O, XY = µI
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を満たす (X(µ),Y (µ), z(µ)) = (X, Y , z) が存在する（[13]等参照）．ただし，I は単位行列を表す．その集

まり C ≡ {(X(µ),Y (µ), z(µ)) : µ > 0} は中心パスと呼ばれ，許容領域の内部を通って SDP (3) の最適解
に収束する滑らかな曲線となる．中心パス C 上の各 (X(µ), Y (µ), z(µ)) は SDP の内点許容解であり，

nµ = X(µ) • Y (µ) = A0 •X(µ)−
n∑

i=1

biz(µ)i

を満たす．したがって，µ > 0 が十分小さければ (X(µ), Y (µ), z(µ)) は SDP (3) の近似最適解となる（定理
2.1）．主・双対内点法（[2, 5, 9, 13, 17]等）はこの曲線を，非線形方程式系に対するニュートン法を適用し
て，数値的に追跡する方法としてとらえることができる．

4.2. 主・双対内点法．

X0 Â O, Y 0 Â O を満たす初期点 (X0,Y 0, z0) を選ぶ．以下では，k−1 番目の反復でXk Â O, Xk Â O

を満たす点 (Xk,Y k,zk) が生成されたと仮定し，k 番目の反復について説明する．µk = Xk •Y k/n と置く．

Ai •Xk − bi (i = 1, 2, . . . , m),
m∑

i=1

Aiz
k
i + Y k −A0, µk

がすべて十分に小さい値を達成していれば，(Xk,Y k,zk) は SDP (3) の近似最適解になっているからこ
の時点で反復をやめる．そうでなければ探索方向パラメータ β ∈ [0, 1] を選び，次の反復点のための標的
(X(βµk), Y (βµk),z(βµk))（β > 0 のときには，中心パス上の点，β = 0 のときには SDP の最適解（β → 0
の極限））を決める．その標的が満たす方程式系は

Ai •X = bi (i = 1, 2, . . . , m),
m∑

i=1

Aizi + Y = A0, XY = βµkI

となるが，３番目の方程式 XY = βµkI が非線形であるため正確な解を計算することは出来ない．そこで，

Newton 法を適用すると探索方向 (U ,V , w) に関する線形方程式系
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Ai •U = bi −Ai •Xk (i = 1, 2, . . . ,m), (12)
m∑

i=1

Aiwi + V = A0 −
m∑

i=1

Aiz
k
i − Y k, (13)

XkV + UY k = βµkI −XkY k (14)

XkV + UY k + (XkV + UY k)T = 2βµkI −XkY k − Y kXk (14)’

SkV + U(Sk)−1 = βµkSk(Xk)−1 − SkY k (14)”

Sk = (Xk)1/2((Xk)1/2Y k(Xk)1/2)−1/2(Xk)1/2
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新しい反復点は，ステップ長 αp, αd ∈ [0, 1] を

Xk + αpU Â O, Y k + αdV Â O

を満たすように適当に選んで

(Xk+1, Y k+1,zk+1) = (Xk + αpU ,Y k + αdV , zk + αdw)

で定める．例えば，

ᾱp = max{α ∈ [0, 1] : Xk + αU º O},
ᾱd = max{α ∈ [0, 1] : Y k + αV º O},

を計算して，

(Xk+1, Y k+1, zk+1) = (Xk + γᾱpU , Y k + γᾱdV , zk + γᾱdw)

とすればよい．ただし，γ ∈ (0, 1) は定数．

主・双対内点法の計算効率，大域的な収束性，および，局所的な収束性は，各反復での探索方向パラメータ

β とステップ長 αp, αd の取り方に依存する．最良の計算の複雑度としては以下の結果が知られている．初期

点 (X0, Y 0, z0) が内点許容解で，中心パスに十分に近いと仮定する．このとき，各反復で探索方向パラメー
タとステップ長を β = (1 − 0.1/

√
n), αp = αd = 1 にとると，O(

√
n log(X0 • Y 0/ε)) 回の反復後に，条件

0 ≤ A0 •Xk −∑m
i=1 biz

k
i ≤ ε を満たす近似解 (Xk, Y k, zk) が得られる．詳しくは，[13, 17]等参照．

5. おわりに．

SDP が盛んに研究され始めたのはここ２～３年のことである．まだ，雑誌に掲載されていなかったり，こ
こでは紹介しなかった重要な論文も多い．また，本稿ではごく基本的なことしか紹介していない．SDP およ
び内点法に関するより最新の情報は，Internet を通して以下に接続することにより得られるので，興味ある読
者は参照されたい．

• http://www.mcs.anl.gov/home/otc/InteriorPoint
— LP および SDP の内点法に関する情報．

• http://rutcor.rutgers.edu:80/˜alizadeh
— Alizadeh の SDP に関するホームページ．

• http://cs.nyu.edu/cs/faculty/overton/sdpevopt.html
— Overton の SDP に関するホームページ．

• http://www.zib-berlin.de/˜bzfhelmb/semidef.html
— Helmberg の SDP に関するホームページ．

• http://www.is.titech.ac.jp/labs/kojimalab/kojima/sdp.html
— 著者のグループによる論文 [4, 13] およびソフトウエア [5] 等．

このサーベイ論文を勧めて下さった土谷隆先生，論文を読んで貴重なコメントを下さった田村明久先生，村

松正和先生，中田和秀君に感謝します．
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