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は じ め に

• 「 最初に 目的（ 目標） が あ っ て ， 次に そ の 目的を 達成す る た め の よ り 良い 手段を
と る 」 こ と が “ 最適化 ” の 本質

•普段の 生活に お い て も ， 他人と 話す と き で も ， 人生設計に お い て も ， ま ず ，“ 何
を や り た い か ”（ 目標， 目的） か ら 始め る ．

•数理計画は ， 最適化た め の 数理工学．

•製品開発・ 設計， 工場で の 生産計画， 輸送計画， 航空機 と そ の 乗務員 の 割 り 当て
お よ び スケジュ － リ ン グ， フ ァ イ ナン ス， 情報通信ネットワ － クの 最適利用計画
等の さ ま ざ ま な分野で 使わ れ て る ．

• そ の よ う な分野で 生ず る 数理計画問題は 規 模が 大き く ， 問題の 数学的な構造に 基
づ い て 効率の よ い ア ル ゴリ ズム を 設計し， 高速な計算機 を 利用しない と 解く こ と
が 出来ない ．

• こ の 講義 で は ， 最適化の 必要性， 簡 単な例を 通して ， 数理計画の 基 本的な考え 方
等を 概説．

興味あ る 人の た め に ， こ の スラ イ ドは 以 下の ホ ー ム ペ ー ジに お い て あ り ま す ．
http://www.is.titech.ac.jp/∼kojima/wabun.html
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1. 最適化と は ？

目的 — 例え ば

学生

•数学科に 入り た い

•物理学者に なり た い

•商社に 入っ て 世界中を 駆 け 回り た い

学科， 大学， 大学院

•優秀な学生を 集め た い

•優秀な学生を 育 て た い

企 業 — 数理科学的な方法が 有用

•売り 上げ を の ば した い

•生産コストを 下げ た い
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目的を “よ り よ く ”達成す る た め に 何を す れ ば よ い の か ？ 何が で き る の か ？

さ ま ざ ま な情報

⇓

意 思決定者

⇓

手段の 選択， 決定， 行動

高度な情報処理技術— こ れ を 支え る の は 数学， 計算機 科学

数理科学的な手法は 役に 立つ か ?

• さ ま ざ ま な目的を 達成す る た め の 意 思決定， 特に ， 組織（ 企 業， 大学， 病院 等）
を 強力に 支援 す る さ ま ざ ま な数理科学的な手法が 開発さ れ て い る ．

•万能で は ない
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2. “最適化”が 必要な例

企 業の 経済活動の さ ま ざ ま な局面

•生産計画　 • 施設配置， 輸送

•人員 配置　 • 仕事の スケジュ ー リ ン グ

•投資， 金融商品の 開発

工学分野

•建造物の 構造最適化

•石油精製

• LSI の 設計

•電力の 最適供給

大学

•時間 割 り ， 教室割 り 当て 　 • 入学者の 選抜， 学科所属
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=⇒ 顧客

単一 品種の 大量生産 =⇒ 多様な生産

— あ る 自動車会社の 例 — 顧客 の 要求 の 多様化

•多く の 車種（ エン ジン ， ボ ディ 等）

•多く の オプ ショ ン （ パ ワ ー ウ ィ ン ドウ ， エア バ ッグ）

⇓

非常に 多く の 部品の 管 理 =⇒ コスト

部品に は 他の 部品と 代替で き る も の が あ る の で ， 高い 部品を 付け 捨て して も 部品数を
減ら して 管 理コストを さ げ る ． 付け 捨て した 部品は 顧客 か ら は 見え ない よ う に す る ．

⇓

部品間 の 代替， 選択， 生産量に 関 す る 最適化問題
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— あ る 自動車会社の 例 — 顧客 の 要求 の 多様化

•多く の 車種（ エン ジン ， ボ ディ 等）

•多く の オプ ショ ン （ パ ワ ー ウ ィ ン ドウ ， エア バ ッグ）

⇓

非常に 多く の 部品の 管 理 =⇒ コスト

部品に は 他の 部品と 代替で き る も の が あ る の で ， 高い 部品を 付け 捨て して も 部品数を
減ら して 管 理コストを さ げ る ． 付け 捨て した 部品は 顧客 か ら は 見え ない よ う に す る ．

⇓

部品間 の 代替， 選択， 生産量に 関 す る 最適化問題

8



施設配置， 輸送

全国 9 箇所に 倉庫を 持っ て い て ， そ こ か ら 283 箇所の 消費地に 商品を 輸送して い
る ． 需要増加に と も ない 20 箇所あ る 候補地の 何カ所か に 倉庫を 建設した い ． 需要
を 満た し， か つ ， 輸送に 関 わ る コストを 最小に した い ．

デー タ

• ai : 倉庫iの 最大供給 量(トン /日) (i = 1, 2, . . . , 29)

• bj : 消費地j で の 需要量(トン /日) (j = 1, 2, . . . , 283)

• cij : 倉庫iか ら 消費地j へ の 輸送コスト(千円 /トン )

• fi : 倉庫iの 建設コスト + 維 持費(千円 /日)

制御で き る 変量

• S ⊂ {10, . . . , 29} : 建設す る 倉庫

• xij : 倉庫iか ら 消費地j へ の 輸送量(トン /日)
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最大供給量 倉庫 消費地 需要量
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目的 :
∑

i∈{1,...,9}∪S

283
∑

j=1

cijxij +
∑

i∈S

fi → 最小化

条件 :

283
∑

j=1

xij ≤ ai (i ∈ {1, . . . , 9} ∪ S)

∑

i∈{1,...,9}∪S

xij = bj (j = 1, 2, . . . , 283)

xij ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , 283, i ∈ {1, . . . , 9} ∪ S)
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人員 配置

•航空会社の 乗務員
考慮す べ き 要因 — 空港， 飛行機 ， 乗務員 ， フ ラ イ トスケジュ ー ル 等

•コン ビ ニ， 飲 食店等で の ア ル バ イ ト学生

情報通信ネットワ ー ク

•通信路の 動的な決定

•ネットワ ー クの 設計

•
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ネットワ ー ク上の 最適化問題の 例

最短路問題： 都市1か ら 都市9へ の 最短路を 計算せ よ ．
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巡回セー ル スマ ン 問題： ９都市す べ て を 最短時間 で 回り た い ．
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最小木問題： ９都市す べ て を 結ぶ ネットワ ー クを 設計した い ． た だ し， ネットワ ー
クの 総ケー ブ ル 長を 最小に した い ．

例え ば
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最大流問題： ９都市の 石油パ イ プ ラ イ ン 網が 与え ら れ た と き ， 都市1か ら 都市9へ 流
せ る 最大の 石油量を 計算せ よ ．
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金融関 係

•投資

•資金の 調達

•金融商品の 評価， 新商品の 開発

•
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3. 数理計画法 — 最適化の た め の 理工学

実社会で 必要なさ ま ざ ま な最適化問題

⇓

数理モ デル — 研究 対象

特に ， 基 礎的で 汎用性の 高い 数理モ デル に 対す る

•高速な数値計算手法を 開発

•解の 性質（ 安 定性， 感 度分析） の 研究
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一 般の 標準的な数理計画問題

Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn) : xi は 実数} (n 次元空間 )

S ⊂ Rn, (許容領域 )

f : Rn → R, (目的関 数) (n次元空間 で 定義 さ れ た 実数値関 数)

目的 : f(x) → 最大化; 条件 : x ∈ S

f(x)
x

x' f(x')

x*

f(x*)

目的関数値

S
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一 般の 標準的な数理計画問題

Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn) : xi は 実数} (n 次元空間 )

S ⊂ Rn, (許容領域 )

f : Rn → R, (目的関 数) (n次元空間 で 定義 さ れ た 実数値関 数)

目的 : f(x) → 最大化; 条件 : x ∈ S

通常， 許容領域 S は

S = {x ∈ T : gj(x) ≤ 0 (j = 1, 2, . . . , m)}

と 表現さ れ る ． た だ し， gj は Rn で 定義 さ れ た 実数値関 数． Rn の 部分集合 T は
不等式で は 表現しに く い 条件， 例え ば

T = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xi は 整数},

T = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xi は 0 ま た は 1}

等を S に 組み入れ る の に 使わ れ る ．

数理計画問題の 難しさ — 計算は computer を 用い て 行わ れ る が ， 記 憶領域 は
有限で ， 有限の 時間 で は ， 有限桁の 計算を 有限回しか 行う こ と が 出来ない ．

=⇒ 万能手法は ない ． さ ま ざ ま な数理計画モ デル の そ れ ぞ れ に 対して ， 多く の 手法
が 提案 さ れ て い る
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4. 線形計画問題 — 最も 基 本的な数理計画モ デル

cj, bi, aij : 実定数, xj : 実変数 (j = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . , m)

線形計画問題

目的 : c1x1 + c2x2 + · · · + cnxn → 最大化
条件 : ai1x1 + ai2x2 + · · · + ainxn ≤ bi (i = 1, 2, . . . , m)
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飼料混合問題 — 線形計画問題の 例

m 種類の 栄 養素(ビ タミ ン ， ミ ネラ ル ， 蛋白質， カロ リ ー 等), n 種類の 飼料

cj : 第 j 飼料 1kg 当た り の 値段, bi : 第 i 栄 養素１ヶ 月当た り の 必要量

aij : 第 j 飼料 1kg が 含 ん で い る 第 i 栄 養素の 量

栄 養の 条件を 満た して ， 最も や す く 混合飼料を 作り た い ．

xj : 第 j 飼料の 購入量

i ＼ j 1 2 . . . n 栄 養素必要量

1 　 　 a11 a12 . . . a1n b1

2 　 　 a21 a22 . . . a2n b2

. 　 　 . . . . . . .
m　 　 am1 am2 . . . amn bm

飼料j値段 c1 c2 . . . cn

飼料j購入量 x1 x2 . . . xn

目的：

n
∑

j=1

cjxj → 最小化

条件：
∑

j=1

aijxj ≥ bi (i = 1, . . . , m), xj ≥ 0 (j = 1, . . . , n)
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簡 単な線形計画問題の 例

目的 : x1 + 2x2 → 最大化
条件 : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

x1 + x2 ≤ 2,

2x1 + 3x2 ≤ 5.

0 1 2

1

x2

x1

S

線形計画問題の 特徴

(a) 許容領域 S は 有限個の 超平面で 囲 ま れ た 多面集合で ， 有限個の 頂点を 持つ .

(b) 最小点は 頂点で 達成さ れ る

シン プ レ ックス法

1. 頂点を １つ 見つ け る → 初期 頂点

2. 初期 頂点か ら 隣の 頂点を た ど っ て 最小点に 達す る

代数的に は 線形方程式に 対す る 消去演 算
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簡 単な線形計画問題の 例

目的 : x1 + 2x2 → 最大化
条件 : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

x1 + x2 ≤ 2,

2x1 + 3x2 ≤ 5.

0 1 2

1

x2

x1

S

•実社会か ら 起 こ る さ ま ざ ま な問題が 線形計画問題に 帰 着で き る

• 規 模が 大き い （ 例え ば ， n, m ≥ 100） と “賢い 方法”を 使わ ない と 解け ない

• ど の 程度の 規 模の 問題を 解く こ と が 要請さ れ て い る か ?

•現時点で は ど の 程度の 規 模の 問題が 解け る か ？
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5. “最適化”の 背景に あ る 基 本的な考え 方

•目的か ら 始め る ． す なわ ち ， “何が 出来る か ”， “ど ん な規 則・ 条件が あ る か ”，
“ど ん な方法が あ る か ”は 後で 考慮す る ． ま ず ， 最初に 何が や り た い か ？

• Top =⇒ down で 考え る ． よ り 上位 の 目的か ら ， 下位 の 目的へ ． 常に 大域 的
な最適化を 優先す る ．

こ ん な考え 方は 役に 立つ か ？ ⇒ 数理科学的な方法を 適用す る 際の 問題点

(a) 目的が ない ． 習慣 ， 惰性で 行動 — “最適化”以 前

(b) 目的不明確 ． 　 (c) 目的は あ る が ， 数量化さ れ ない ． 数量化しに く い ．

(d) 多く の 目的が あ る ．

— 数理科学的な方法が 多く 提案 さ れ て い る

(e) 時間 と と も に 目的は 変化． (f) 時間 と と も に 状況が 変化． (g) 未来は 不確 実．

— 数理科学的な方法の 対象内

•数理科学的な方法論に は 馴染ま ない 領域 が あ る ．
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Local Optimum (局所最適)と Global Optimum (大域 最適)

東工大一

東京一
日本一

世界一

GlobalLocal
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よ り 大域 的に

空間 ( 全世界 )

時間2000 2010 2020 2030

＊ : 現在の位置

将来の目 標？

目標を 達成す る た め に 現在何を して お く こ と が 最適か ？
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